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ТОРЦЕВЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ МАТРИЦ 

В РАДИОЛОIСАЦИОИИЫХ ПРИЛОЖЕНИЯХ 

Введены 110Н8ТИJ1 rорцовоrо н траиопоннрованиого торцевого npoизae,tte~~~U маrриц н их 
модификации. на основе кaropwx получены записи OТICJIНJal мноrохоордннаrnых РЛС с 
цифровыми IJП'СННЫМИ реwетJСаМИ. 

' 
Определение 1. Торцевым произведением р х g- М31рИЦЬ1 А= [aif] и 

р х s - матрИЦы В, представленной как блок-матрица строк В;. 
(В-: [В;],;:=;. I, ... ,р) буде~ называть матрицу А О Вразмеромр xgs, опреде-

JDiемую равенсnюм А О ~ = [aif ·В; ]. · · . · . 

. В качестве примера можно ухазать аналитическую модель ОТКJIИКа 
мноrокоординатноi РЛС ка базе линейной цифровой анtенной решетки 
ЩАР). УсловимсJJ, что тажовu содержит R приемных каналов с характерис
тиками направленнОС'fи Q, (х), rде х-направление на источник излученц 

причем по выходу каждого приемкого канала синтезируется Т допплеров-
. . - . ' 

скнх фильтров с амплитудно-частотными хараперистиками F1 (ro ), где ro -

частота. При воздействии на вход тц:ой системы М источников сигиалоJI, 
• • 

имеюiЦИХ комплексные амплитуды а",, yгJIOllыe координаты х", и частоты 

ro",, свобо.Циое от шумов напряжение по выходу t-го частотного фильтра r-го 

приемкого канала будет представJIJIТь сумму: 

м 

и"= L а",. F, (ro",). Q, (х",). (1) 

m=l 

- Если сформировать матрицу размером М х R характеристик направлен

. кости приемных каналов [Qj (х1) ];j = 1, 2, ... , R; i = 1, 2, ... ,М. М х Т-маrрицу 

А ЧХ допплеровских фильтров [Fj (ro;) ];j = 1, 2, ... , T:j- 1, 2, ... ,М и ве~ор 

комплексных aмrunnyд сигналов 

А [ . . . ]т 

= al а2 ... ам ' 

то выражение (l) моЖетбыть записано в матричном виде с помощьюторцевого 
произведеНИ.II матриц: 

(2) 

с элемеиrам:и (1). 
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Аналоi'IIЧНЬIМ обра:юм формализуется ОТЮIИК трехкоордишrmой РЛС с 
плоской эквидисrаиrной ЦАР: 

(3) 

rде V-М х R·маtрица харакrернС'I'П нanpaв.DeiПIOCIИ V, (у111) R приемных :ка
налов в до v ILJIOCКOC'ПI, и - блочиа• маrрица JЩЦа 

м 

и= [и ••... , и", ... , UR] с элемеиrами i;trn = L а"'. F, (ro"J. Q, (хт>. vn (y"J. 
m=l 

Дополнив пеленгацио101о-допплеровскую селекцшо измерением дальнос-

1'11 [ 1) на основании (3) запишем модель четырехкоординапюй реmепси . 

и= QT (А о F о v о S), (4) 

rде S-М х D-маrрица ОТКJПП(()В D стробов дальноС'l'И, получСНИЬIХ в резуль
тате дополиительвоrостробироВ3НЮ1 отсчетов АЦП путемнакопления со сбро

сом [1 ]. При этом в отличие от (3) в блочной Clflyюype маrрицы (4) пoJIВJUieТCя 
периодичнОсть, обусmв.леiПiаЯ наличием четверrоrо JПIДеКСЭ. 

Сле.цует отметить, чrо для двухкоордишrmоrо случая (2) существует аль
тернаrивная модель в рамках традиционной маrричиой алгебры, связанвая с 

искуссrвеiПIЬIМ приемом «наrяжеНЮD> вектора амплитуд снrиалов А на глав

ную Диагональ единичной М хМ-матрицы. 
~щий аиалоr (2) имеет вид [2] 

и= Qт · diag [а; ] · F, i = 1, 2, ... ,М. 

Однако при переходе к трех- и четырехкоординатной моделям известный 

набор маrричных операций становится неэффеК'l'ИВнЬIМ. 
Введе101ое :щесь торцевое произведение занимает промежуточную нишу 

между произведением Адамара [3] и прямым (кронекеровским, теизориым) 
произведением маrриц [4]. Ero название отражает тот факт, чrо правая маrрица 
перед умножением на элементы левой как бы расщепляется с торца по с:qюкам. 

Сле.цуя прииципу симметр101, определение 1 можно дать в виде А О В = 
= [А; · bif ]. Поскольку в обоих случаях получаются поиятия с одинаковыми 

свойсrвами, оба определения моrли бы быть равно полезными в приложеииях . 
. Однако предпочтительнее схема [aif В; ], как более близкu к прямому произ-

ведению [4). 
Леrко проверяются сочетаrельное свойство торцевого произведения мат

риц и ero распределительное с:войсr:во 0111осительно сложения: 

72 

(А О В) О С =А О (В О С), (А +В) О С =А О С+ В О С, 

А О (В+С)=А О В+А О С, 
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(А+В)О(С+D)=А ОС+ВОС+А OD+BOD. 

·.В этих выражеИШ1Х предполагается, чrо чиСJiо . строк у первоrо и Вiорого 
сомножителей совпадает. 

Кatt и обычное произведение матриц, торцевое __.,.. иекоммута'tИВио 
(А О В -:1:- В О А), хоп ДJIJI векторов коммутативность допусtима а О Ь = Ь О а. 

Во многих приложенних можеr быть полезно свойсrво, связывающее 

торцевое и прямое произведеНШI матриц 

А.@ (В О С) = (А 0 В) О С. 

· Харакrерио, 'lto ДJIJI про изведения: Адамара тaiOlJI сочетаrеJIЬНосrь невозможна: 

.А о (В О С) -:1:- (А о В) О С. 

· · ·СобJПОдение необхо.Щ.Мой размерности сомножителей является: определя
.. ющнм фактором и ДJIJI обРащения: резулыаrа торцевого произведения:. Опера-

. ци.11 (А О В)-1 нмееr смысл, ecJIИ ДJIJI р х g-маrрицы А и р х s-матрm~ В 

. справеДJIИВО тождесrво р = s х g. В противном случае возможно только обра

. щенИе по Пенроузу. 
' Наконец. предСТ8ВJIЯеr интерес закон обращеНШI пopJJДICa (3). Если ДJD[ 
· обычного произведения: матриц он форму JIИPYe'ICЯ в виде (А · В) т= вт ·А т, то в 
. случае торцевого произведеНИJI требуется: введение нового поНJIТU - транс-
~ - . 

•· 

понированиого торцевого произведения (IТII). 

Определение 2. Транспонированным торцевым пронзведением g х р-мат
рицыА = (aif) и s х р-блок-матрю~ столбцов В= (В1 ),j = 1, ... ,р, будем назы-

вать g s х р-матрнцу А 1 В, определяемую равенсrвом 

А IB=[a .. ·B-). 
lJ J 

Транспонирование ре:зуль1аrа торцевого пронзведения: запишется так: 

(А D В) т =Ат. Вт. 

Используя 'I"I'll, можно предложить 3J1Ьтернаtивный вариант решения: 
задачи аналиrического модеJIИрования: ОТКJIНКа ЦАР. Вместо соотношений 

(2Н4) ДJIJt тех же матриц Q, F, V. S и вектора А получим 

u<2> = <QT • r> . А, <s> 

и<З> = <QT • Р • v') . А, <6> 
(7) 

r .. Удобсrво '1"111 ДJIJI обработки сиrналов и анаJIИЗа точносrи миогокоорди-
• 
наrных систем состоиr в возможности испоJIЬЗ()вани• результаrы, оолучениые 
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в рамi<ЗХ традшщОIПIОГО набора действий над маrрицами примеюrrельио к 

одно- или двухкоординатuым РЛС. Например, используя вЬIКJiаДКИ [1] и обо-

значив р = QT 8 pr 8 V 1 sr, НесЛОЖНО записать 1П1форМ3ЩIОннуi0 матрицу 
Фишера дmi характеристики предельuо достiiЖИМой ТОЧIIОСТИ модели (7) 

рт . р . (А• @ Рт) . р . х 

• • • о • • • • • • .. • • • . . . . ' 
1 

[=-· 
ri 

• 

rде Р - проmводиая: Нойдеккера матрицы Р по вeiCIOpy Х, составлеiПiому. из 

uеизвестных параметров сиrиалов [4], lrRRD- еди11ИЧШU1 матрица размерuос
.. ти Т х R х R х D, @-знак произведенИJI. · 

Переходя к предельно сложной задаче, на основе нововведенных типов 

произведеiПIЙ МЮ'рiЩ МОЖНО формализовать 0ТКJ1И1( МНОГОПОЗIЩИОIПIОЙ радИО

ЛОIСаЦИОННОЙ системы из W конформных чеrырехкоординатных ЦАР, содержа
щих по G сеrщий каждая. 

Ра3ЛИЧИJI между сеiЩЮIМи и позициями РЛС в харакrеристиках наnрав

ленности, А ЧХ фильтров и откликах стробов дальности выразим, заменив 

маrрицы Fт, Qт, Jl" и sт блочными струюурами, в которых G х W блоков, 
соответствующих разным секциям и межпозицноiПIЫМ разЛИЧИJIМ параметро в, 

разместим по вертикали. При этом, например, вместо матрицы харакrеристик 

Qт в (5)-(7) получим блок-матрицу 

т 

• -. · Qaw , 

-

• 
• • • • 

• 

Qlnm (xl) Q2nm (xl) ··· QRnm (xl) 

Qlnm (Х2) Q2nm (Х2) ··· QRnm (х2) 

Qnm= . • • 

• • • 

• • • 

• 

АиалоrиЧIIое, согласованное .с Q~м· разбиение на блоки приобре:rут и 

блок-матрицы F~w· VGw· SGw· Д;шьнейшие вЫкладки требуют введенИJI поu
тий блоЧIIого торцевого произведенИJI (Б1П) и транспоиирова~П~оrо Бm. 

Определение 3. Блочным торцевым произведением Ь р х с s-матрицы 
А = (Aii] и Ь р х с g-матрицы В= [Bii] (i = 1, ... , b;j = 1, ... ,с) с соrласоваJПIЫМ 
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разбиеНием на блоки размером р х s и р х g СО<ЛВiетсrве:иио будем иазываrь 

матрицу А@ В , опредепемую равенством 

АОВ= [Aij о Bij ]. (8) 

Знак Бm (}символизирует то обсто.я:rельство, что одиоимеииые блоки 

матриц берутся ДЛJ1 выполиеИИJI торцевого умиожеИИJI (О) по прииципу произ

ведеИИJI Адамара. Введение отдельной модификации торцевого произведеИИJI 

вместо иаложеИИJI оrраничевий на его свойства сохраняет возможность торце

вого перемиожеИИJI блок-матриц, например, с несоrласованиым разбиением на 

блоки. 
. ' 

Определение 4. ТранСпонированным блочным торцевым произведением 
(ГБШ) с s х Ь р-матриць~ А= (A!i] и с g х Ь р-матрицы В= [Ву] (j = 1, ... ,с; 

i = 1, ... , Ь) с согласованным разбиением на бJЮки размером s х р и g х р соот

ветственно будем называть матрицу А В, опредепемую равенством 

А i) В = [Ау 1 Ву]. 
Формализуем отклик многопозиционной радиолокационной системы: 

J{,Jj S~w> ·А. (9) 

В рассмотренном случае ТБШ позволило осуществить формирование 

четырехкоординатного отклика ЦАР для каждой из G секций W позиций РЛС. 
Следует отметить возможность сочетания в рамках одной записи как 

торцевого, так и транспонированного торцевого произведений с их блочными 

модификациями. Такой прием позволит компакrно упаковаrь результат умно

жения в многоблочную С1РУКJУРУ, в отличие от векторного представлеИИJI 
массивов напряжений, полученного в (5Н9). 
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