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СЛЮСАРВ.IL 

ИНТЕРПРЕТАЦИЯ МЕТОДА ПРОНИ ДJ1Я РЕШЕНИЯ 
ДАЛЪНОМЕРНЬIХ ЗАДАЧ 

. Рассмотрены вариаmы cвepxpaзpemei!IOI сиrнаJJов no времели задержkН на основе метода ПроН!I. 

Математическая однородность задач спектрального оценивания и оп­

ределения времени задержки сигналов создает предпосылки дЛЯ прИ!I.tене­

,иия единых методов измерения сигнальных параметров в рамках процедур 
' 
угловой пеленгацИи, частотной селекции и дальнометрни. Ц е ль ю насто-
_ящей статьи является обобщение известного в спектралыtом оцепивании 

• метода Прони [ 1] на случай сверхразрешения узкополосных вИдео- и радио­
импульсов по времени задержки. 

Среди всех возможных моделей огибающей импульсов при этом интерес 
будут представпять только аналитические аnпроксимации, допусt:ающие в 
отсутствие шумов тожцествеиную замену суммы напряжений М сигналов 

полиномом степени М 
В числе таковых следует, прежце всеrо, указать колокодъную или гауссов-

скую· огибающую, определяемую фуи:кцией вида ехр ( -~2 t). Ориеитируясь на 
измерение дальности непосредственно по отсчетам аналоrо-цифровоrо nреоб­

разователл (АЦП), можно пренебрегать недостаточной физичностыо такой 
модели, провл.в:ющейс.в: в нефинитности ее Imi< функции времени. поскольку 

оценка времени задержки может бьпь осуществлена по положению максимума 

сигнала. В случае видеоимпульсов указанная модель позволлет использовать 

дл.я их сверхразрешения так называемьхй <<Исходный метод Проню> (ИМП) [l J, 
осуществляющий подгонку М эхспонент под 2М отсчетов напряжений сиrнадъ­

ной смеси. Рассмотрим специфику ero применеиия подробнее. 
В качестве неизвесrноrо времени задержки будем счита:rь смещение dm 

первого из 2М отсчетов обрабатываемой цифровой выборки напряжений относи­

тедъно МЗI<Симума огибающей m-ro импульса. Условимся, чrо на протяжении 
··анализируемого шrrервала (2М отсчеrов) присутствуюr все М сигналов, и их 
. энергетика существенно превышает днеперсию шумов. 
, Сделанные допущения позволяют при комплексном характере напряже­

. ний сигнадъной смеси выразить 2М-компоненmый вектор отсчетов Ив свобод-
• иом от шумов виде: 
' ' 

•. rде 

И=S·А, 
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g~ g~ ••• gd:. 
2 2 2 

g(d1- z1) g<d2-z1) 
••• 

g<dм- z1) 

S= • • 
' 

• • •• • 

• 

(d -z 2 g<d2- z2 м-1) 2 (d -z 2 g 1 2м- 1) ••• g " 2м-1) 

g = ехр (-Р2 · А ?), 

А -вектор комплексных амптпуд ai сигналов, А t- период дискретизации, 

z m-1 - интервал меЖду т-м и т -1-м отсчетами в периодах дискретизации. 

В отличие от экспонент в методе Прони [1], компоненты матрицы S 
содержат квадраты не известных параметров зюухания, в роли которых высту­

лают в данном случае времена задержки сигналов dm. Поэтому матрицу S 
необходимо привести к каноническо:му для ИМП виду. С этой целью устано­

вим интервал между отсчетами измерительной выборки регулярным, т. е. 

z т = (т - 1) z 1, где z 1 - временной интервал в периодах дискретизации меJ~Щу 
v 

первым и вторым кодами напряжении, используемыми для оценки времени 

задержки сигнала, т - порядковый номер отсчета АЦП в измерительной 

выборке, zm- удаление т-го отсчета от первого в выборке. 
Введем понятие обобщенной по времени комплексной амплитуды т-го 

сигнала~= am ехр (-f32 t..? J1:n) и соответствующий er.ty вектор обобщенных 

где 

1 
у2 d 2z1 

2 

f1 

-S= • 

• 

• 
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И=S·А, 

1 
id1 z1 

2 

f1 

id2 (2м-1)z1 
2 

(м·· 1) z 
у 1 

••• 

... 
, 

• •• 

••• 
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. -
~ исключения нормировки элемешов матрицы S желательно перейти к 
~вешенному вектору отсчетов напряжений · 
' 

- [ • • 2 • (2 1)2 2J:r 
И= U1 U2yl ... И2мУ м- zl . 

Jipи этом окончательно будем иметь: 
' - -

И=S ·А 
к ' 

(3) 

rде SK- каноническан матрица вещественных экспонеш и:мп вида, элемешы 
(tоторой отличаются от элементов S единичными значенЮIМИ знаменателей. 
' 

1 Опираясь на эту модель измерительной выборки, остается применитъ 

роцедуру Прони длн подrонки М вещесrвенных э:кспонент к 2А1 компле:ксным 

данных. На первом ее этапе слщует [1] определнrъМ-компонентный векrор 
· оэффициентовВ полинома сrепени.М, решив маrричное уравнение: 

С ·В==Х 
' 

(4) 

~де в данном случае 

Uм у< м- 1)2 z: 2 2 • iJ, (М -2) Z! ul м-lУ 
2 2 2 2 ... • 2 

• iJ. (М-1) Zl U2fl им+1.? zl м У 

С= • • • ' ... • • • 

• 
• • 

• 1)2 2 iJ у<2м-2)2 z: iJ y<2м-3)2 zi ... 
иму<м- zl 

2м-1 2м-2 

22 22 22:1' 

х [
ir М Z1 и,· (М+ 1) Z1 и' (2 М- 1) Z1] 

==- uм+ IY М+2У ... 2мУ · 

В= [Ь 1 ь2 ... Ьм ]:r. 
Матрица отсчетов в левой части уравненин (4) явлнется теплицевой, поэ­

тому длн его решения удобно воспользоваться быстрыми вычислительными 

алгоритмами [2]. 
Оценку вектора В можно найти и по методу наименьших квадратов: 

в== (с* q-1. с* .х, (5) 

.rде * -знак комплексного сопрнженин. 
Определив таким образом компонентъ1 вектора В, на следующем этапе 

•Необходимо вычислить корни полинома степени М: 

[ 
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м 

" Ь -м-т-о L. m"Y - • 
m=O 

(6) 

при условии, что Ь0 = l (здесь у= у dzt). Полученные в результате фшсrориза-
ции (6) оценi<И Мнеизвестных Ym позволяют выйти на искомые значения 

времени задержки сигналов: 

(7) 

В качестве варианта практической реализации данного подхода синтези­

руем односигнальную измерительную процедуру. Из ( 4) для случая одиночно-
• о 2 

го источника получим: И1 • Ь 1 = -И2 -j't. Соответствующий вариантполинома 
о 2 о 

- - U2j't . 1 IИ2I Z1 
(6) примет вид: Ь0у + ь 1 =у- И =О, откуда, d1 = 2 _2 ln l И l + 2· 

1 2 j3 А Г z1 1 

При использовании метода наименьших квадратов оценка коэффициента 

Ь 1 усложнится, но учитывая, что 

cft u2- и'{ ~ == 1 U1 1 ·1 U2 1 (sin <р cos <р- cos <р sin <р) =О, 

где <р - начальная фаза сигнала, искомое значение оценi<И дальности против 

ожидания не будет столь же громоздким: 

1 сг. Li + ~ И2 Z1 
dl = 2 .2 - ln 2 2 + 2· 

2 ~ А Г z1 (J~ + ~ 

Заметим, что к таi<Им же форму лам для d1 несложно прийти и на основе 

частного напряжений пары отсчетов АЦП. В двухсигнальном случае аналогич­

ные выкладi<И для (4) и (6) сводятся к следующему: 

причем оценi<И Ь 1 , Ь2 по методу наименьших КВадРатов таковы: 
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~ ~ -.,., __,,.....,. ,_. :z 2,....,.,......,. 
ь _ (И2з + И4з) (И12 + И23)- (UI +ИЗ) (UIЗ + И42) 
2- Det ' 

..._ • 2 ..._ • 4i ..._ . 9 i 
U2 = U2;i\ Из= Из У 1, И4 = U4y 1. 

Рассмотренный вариант инrерпретацнн ИМП на базе вещественных экс­

понент может бьпь применен также для сверхразрешения комплексных rаус­
совских радиоимпу льсов. С этой целью необходимо предварительно довернуть 

все комплексные отсчеты АЦП по фазе на величину, компенсирующую ее 

набег за временной интервал между ними. Соответствующая щ~щедура фази­
рования элементов квадраrур взвешенного вектора отсчетов И запишется в 

виде: 

- - - ~ 

~ф = ~ cosps +и~ sinps; ~ ф =и~ cosps- ~ sinps, 

где Ps == ffi А t zs, zs- временной интервал между первым и s-м комплексными 

напряжениями сигналов. 

При использовании подгонки данных под комплексные экспоненты на­

добность в предварительном до вороте фазы отсчетов радиоимпульсов отпада­

ет. Изменению при этом подверrается сама модель задействованной выборки 
отсчетов (3), в которой кащцый т-й элемент п-й строки матрицы Sк домножа­
ется на величину ехр [i ffim А t z1 (п- 1) ], где ffim- известнаячастота заполне­

ния т-го радиоимпульса. 

В итоге факторизация соответствующего выражению (3) полинома будет 
~ 

проведена относительно комплексных кориен 

fт==ехр [(32 Ar 2 dmz1 +jffim Atz1 ], 

а неизвестные времена задержки определятся через их моду ли 1 Ym 1 по 
формуле (7). 

При рассмотренном подходе возможно совместное о цепиванне моментов 

прихода сигналов и их частот заполнения, если последние неизвестны. В роли 

частот могут фигурировать также пеленги источников. При этом искомые 
оценки сопутствующего времени задержки параметра определяются согласно -[1] по отношению квадраrур комплексных корней полинома Ут· В данном 
случае 
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Характерно, чrо разрешение по времени задержки и точность его измере­

ния не зависят от наличия и качества информации о частоте или пеленге 

сигнала. 

Поскольку априорные сведения о количестве источниковснгпалов обычно 

отсутствуют, nрименеиие метода Проии тесно связано с оnределением порядка 

модели М. Данная задача может решаться посредством традиционных для него 

подходов, связанных с анализом синrулярных чисел матрицы отсчетов [ 1] либо 
с искусствеиным завышением количества снгпалов н отсевом шумовых реше­

ний на основе линейного предсказания вперед-назад [ 1 ]. Более компактная по 
объе.му вычислительной выборки альтернатива состоиr в использовании моди­

фицированной функции nравдоподобия, из которой исключены неизвестные 

а!'.mлиrуды сигналов [3, 4]. При этом в рамках метода Прони nрогоняются все 
допустимые модели сигнальной смеси с возрастающим от 1 до М порядком, а 
полученные оценки времени задержки снгпалов далее подставляются в анало­

гичную [4] модификацию функции nравдоподобия: 

D 
Fм=- D =max, (8) 

м 

• 
гдеDм-оnределитель матрицы [QiJ J, i,j = l, ... ,М; D- определитель матри-. -
цы, отличающнйся от [QlJ] первыми строкой и столбцом с элементами 

~... . .". 
О, rv 1, ... , U м ; 

• 

r +N-1 
• • n • 

fVn = L (~ + j И~) К:п; Qmn = Q;"" = L Кsт К:п • 
s=r n s-r 

"' 
Кsт = Кsт {cos (rот d t (s- r т)+ j sin (сот d t (s- r ")) }, 

К:т = Кsт { cos (rom d t (s- r т)- j sin (rот d t (s- r ")) }, 
v s - текущип номер временного отсчета, r n - номер первого из временных 

отсчетов в nределах существования п-го сигнала, r n = sn - dn, sn - поло-
шах max 

жение максимума n -го сигнала, dn - оценка времени задержки (7) п-го 
импульса, 

( 2 

Ksm= ехр -А2 dr S-r --
1-' т 2 

О при s < r т и s > r т + , 
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N - длительность сигнала в отсчетах АЦП (предполагается, что все сиrналы 
имеют одинаковую протяженность во времени). 

В случае видеоимпульсов вместо Ks", и k;", следует непосредственно 
использовать вещественную функцию Ksm· 

Существенно, что размерность вектора отсчетов напряжений И можно 

ограничить порядком М. При этом нанболее правдоподобным считается набор 

оценок r ",, максимизирующих критерий (8). 
· В заключение следует отметить, что различные модификации метода 
Прони не исчерпьmают всех возможных подходов к решению задач сверхраз­

решения по дальности на основе детерминистских моделей сиrналов. Наряду 

с такими достоинствами как высокая точность оценивания времени задержки, 

независимость ее от точности определения частоты или пеленrа сигналов, 

методу Прсни присущ недостаток, связанный с необходимостью обработки 2М 
комплексных отсчетов данных. Такая размерность измерительной выборки 

~вляется избьrrочной хотя бы потому, что для разрешения Af импульсов с 
,rеизвестными временами прихода и ко~mлексными амшппудами достаточно 
' 
Иметь 1,5 Мкоl\шлексных отсчетов (при четном М) или 1,5М + 0,5 (при 
1М· нечетном). Если же провести сепарацию неизвестных амплитуд сиrна-
' 1Юв, то для сведения дальномерной задачи к нахождению корней полинома 
r;тепени М при гауссовской огибающей понадобится всего лишь М+ 1 
' ~о:мплексное напряжение. 

В случае ограниченной частоты дискретизации и малых длителъностей 

!сиrналов указанный фактор может стать определяющим при выборе других 
nодходов, не столь критичных к протяженности обрабатьmаемой выборки 

u 

иапряжеини. 
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